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le probleme en vitesses

Equilibre:
8(137; | gj B

Conditions aux limites

Sijni — fj SUur Sf

UV = dj SUr Sv



Elasticite

Cadre hyperélastique
Densité d'énergie élastigue

E(F)




Elasto-plasticite
0ij = Hijri Dy

Charge ou décharge élastique

H:Csiﬁ:C:D<O
oo

Charge plastique

C: U xC. 2
H=C o7 %siﬁ:C:Dzo

h+ol.C: 5L 0o

Module tangent symetrique



Rappel

Probléme en vitesse linéaire en élasticité

Probléme en vitesses non linéaire en élastoplasticité
mals dans le cas symetrigue, on a vu que le probleme de la
poremiere bifurcation est ramené a la recherche de la premiere
bifurcation du solide linéaire de comparaison

condition de localisation non affectée par la symétrie du
module tangent



| e probleme en vitesses

0 [HEy (022 ]
Ai(v) = Gy Fg; =0 dans V
L avl
Bj(v) = Lz’jkl(X)a—mkni = 0 sur 5y

Cj (V) — V5 = dj SUur SfU



Probleme linéaire en
dimension finie

opérateur linéaire de E—> F
dim E=rang(T)+ dim Ker(T)

Coker(T)= F/Im(T)
dim Coker(T) = codim(Im T)

et donc

INd(T) = dim Ker(T)-codim(Im T)=dimE -dim F
iIndépendant de ['opérateur

T est injectif sis il est surjectif



Probleme linéaire en
dimension finie

AXx=D

1) det(A) #0 solution unigue
2) det(A) =0 nbre fini de solutions si A*b=0



| e cas de la dimension infinie:
Alternative de Fredholm

K opérateur compact
U=KuU +f
1) La solution est unigue pour tout f
2) ou alors u-Ku=0 a un nombre fini (N) de solutions
inéairement indépendantes et dans ce cas I'equation

complete a N solutions linéairement indépendantes di t est
dans le noyau de l'orthogonal de |-K*



| e cas de |la dimension infinie:
Opérateurs de Fredholm

A linéaire et continu est Fredholm si et seulement si

1) A a un noyau de dimension fini
2) A a une image fermée de codimension finie



| e probleme en vitesses

L 'opérateur associe au probleme en vitesses
T = ((A)), (B;), (C)))
est Fredholm si et seulement si

1) Le systeme différentiel A, est elliptique en tout point de V

2) Les conditions aux limites B; et C; vérifient la condition
complémentaire en tout point de la frontiere de V



Ellipticité des équations
d’équilibre (en vitesses)

Le systeme est Ait elliptique si pour tout point x de Vil n'a
aucune solution de la forme

1€n.x

v(x) = ge

sur ['espace entier

Detin.H.n| # 0 V n en tout point Xo de V



Condition complémentaire

Pour tout point de la frontiérexg,le probleme linéaire sur le
demi-espace

0 {Hiljkz(XO)g—;ﬂ
0x; =0

ov
L [
Lz’jkl(XO)a—mk

n'a aucune solution bornée de la forme

V(X) — Z(Zl?g) expi(klxl —+ ]CQZI?Q)

Perte de la condition complémentaire -> Modes de surfaces
longueur d'onde Indéterminée



Exemple:
Essal de traction en déformation plane
(Hill, Hutchinson, 1975)

Lol de comportement linéaire en vitesses
011 — 022 = 21" (D11 — Da2)

Biot, 1965
012 = 2uD12
0vy
$11 =011 — 015 — 971
S22 = 011
1 Ovy 1 Ovs

S12 = 012 — 01— — 01 +—
2 633‘2 2 é)xl

1 (9?}1 1 62]2
S — — = — — <O
21 021 201 65132 9 15 axl



Eguations du probleme

O L iy — i) + Lo = =2 L e 4 )
(9$12 11 22 ) 7 ({9582 21 — 85812 11 22
O L iy — o) — 210 = 2L a1y + 50)
8x12 11 22 a$2 12 — (92612 11 22
Y
Ul—a—@
Incompressibilité ) O
2 (()Zbl
1 0% 0t 1 0%

(ke 20)6,1,411 2(2p —u)aaﬁ(%% (u—y)a—x%:()



Solution
¥ = v(x,) cos {c,; x;)

v, = v'(x;3) cos (¢4 Xy), v, = ¢, v(X3) sin (€4 X4)

condition aux limites en vitesses ¢, =mnf2a;,, m=1,2,...

condition aux limites sur

Les cotés viteio=0,  x;=+ta,

(t—to)” = (4p*—p—1to)civ’, x,=r+a,

Modes symétriques v(x;) = Re {4 sin (c;x,)}

Modes antisymétriques v(x2) = Re {4 cos (¢, x,)}



Solution

| 1
(n+ 50)el + 220" = p)eic; + (p = 50)c; =0

z i
2 |
E: 4 racines complexes 1 E
2,u*>,u—\/,u2—402 ;
H: 4 racines réelles ) , 1, |
207 < p— A/ u —40 1
. . L 1
P: 2 racines réelles H= 50 3




Regime elliptique

'\/ (2“'”“) (1 4”*>
g sin 2pc,a,) o 2u+o o
psinh (2qc,a,) \/ (2u—0) ( 4;4*)
+ 11 ——
2u+0 o

Y =¢,a, = Mra,/2a,



Régime hyperboligue

q tan (pc;a;) (q2—1)2
ptan(gc,a;)  \p*—1

q tan (qc,a;) <q2—1)2
ptan(pc;a,) \p>—1

2!1_4#* _%( 2 __qz) _ \/{(4“*—2#)2 +(02 “4ﬂ2)}
2u—o P 2u—0

3(p*+4q°%) =

Y =c¢,a, = mna,f2a,



Regime parabolique

q tan (pc, a,) (qz+1)2
p tanh (gc, a,) B p*—1

g tanh (gc, a,) (4:;f2+1)2
ptan(pc,a,)  \p*-1/

4u* —2p
c—2u "’

J{@u* —2p)* + (0> —4u?)}
g-—2u

p*—q%) = p*+q?) =

Y =c¢,a, = mna,/2a,



Modes de surface

T 14O (?ﬂ—ﬁ)
4u* 4u* 2u+o




*
S

—&

—

V8
174
Vg
<34 1
178
V4

Qs




Effets non locaux
élasto-plasticité
D;; = D§; + DY,

elasticité 6ij = Cijri(Dri — Dy;)
Fonction de charge flo,R) <0
s,
Lol d’écoulement Dy; = A—f
oo
. . 0f
) £ o — A_
Lol d'ecrouissage D R

A>0, f<0and \f =0



