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Loi de comportement 
(en vitesses et petites déformations) 

élasto-plasticité, endommagement, …
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Remarque:  Le module tangent n’est pas forcément 
symétrique





compatibilité cinématiquee xi e r l t H rd l
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Saut du gradient des vitesses

Relations d’Hadamard

champ des vitesses est continu

Saut est nécessairement normal

dij =
1

2
(ginj + gjni)



Equilibre en vitessese c n
e v es es de o tra n es o t un formes aussi

�̇1
ijnj = �̇0

ijnj ou �̇1 · ~n = �̇0 · ~n,

s b e a l n er ur u’

[[�̇ · ~n]] = 0



Comportementes
ériau à nstan de a bifu ca

�̇0 = HHH · ✏̇0 et �̇1 = HHH · ✏̇1

e a x e i

[[�̇]] = HHH · [[✏̇]]
Aussi possibilités de décharges élastiques



Condition de localisationor e
mpte e ’ x r s n de [ ˙ on b ient a o

[niHijklnl] gk = 0

= HH 1 ce qu d nn � ] = H · [✏]

la nd i n su

[~n ·HHH · ~n] · ~g = 0

rn n d n
s o de ] bt t diti n

~
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det[~n ·HHH · ~n] = 0

modes de localisation:  
ouverture, bande de cisaillement, mode mixte



Perte d’ellipticité des équations 
d’équilibre (en vitesses)

Le système d’equations aux dérivées partielles est dit 
elliptique si il n’a aucune solution de la forme

v(x) = gei⇠n.x

⇠2g(n.H.n) = 0

Det[n.H.n] 6= 0 8 n

perte d’ellipticité ⇠ arbitraire  en plus des modes discontinus



Interprétation dynamique
Ondes d’accélération: surface de discontinuité de 

l’accélération 

n e i en
i s gira ’une ond d ac éler i n (ou ordre . Su fro

exposée p us haut xis ence d’un saut sur le gradie
pose ecessaire
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[[�ij,k]] = ↵ijnk, et [[�̇ij]] = �c↵ij

de contr inte � é ant onti u on peu auss ppliquer les
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[[�̇ · ~n]] = �⇢c [[~�]]
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[~n ·HHH · ~n] · ~g = ⇢c2~g
Ondes d’accélération stationnaires/ Discontinuité stationnaire

2ème relation d’Hadamard



Décharges élastiqueslisation ec de h ge à l’exté

det[~n ·HHH · ~n] < 0

t proch ), a lo al sat o isco

t en

det[~n ·HHH · ~n]  0

Remarques:1) Lorsque le module tangent est symétrique 
             Cohérence avec les résultats d’hier 

            2) Pour les modes localisé, valable aussi 
                           lorsque le module tangent est non symétrique



Causes de la localisations- so u p s o
t neair m n ind pend nts or ogonau n EE : ons uen
opre assoc és à l val u pr pre ble 1 =  ar sim e erifi tion

h+P : EE : Q = (Q : E · ~n) · [~n · E · ~n]�1 · (~n · EE : P)

: EE ( )
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Eijkl = ⇤�ij�kl +G(�il�jk + �ik�jl)
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TRE O A SAT O D L FO MA O E
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Module tangent symétrique
adoucissement 

nécessaire mais pas suffisant

h  0

Module tangent non symétrique
localisation possible  

même en phase 
durcissante



⌃ = ~n ·P · ~n’ n d ce d

S =
p
(P · ~n) · (P · ~n)� (~n ·P · ~n)2

Résolution de la condition de localisation
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Effets géométriques 
(grandes transformations)

t de defo ma o uni orme on che che e core s
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contraintes est efin en fonc ion
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]] = ~g ~n+ ~ [[w]] =
1
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(~g ⌦ ~n� ~n⌦ ~g)



Effets géométriques 

ṡij = �̂ij + �ij
@vk

@xk
+ �ik
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� (�ikDjk � �jkDik)

ṡij = HijklDkl + �ij
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@xk

� (�ikDjk � �jkDik)

= Lijkl
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@xk

Tenseur nominal des contraintes

Equilibre ṡijni = 0



Effets géométriques 
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Matériau rigide plastique80C APITRE 9 A I A OND LA ÉFOR A ON ETDE L EN OMMAG

h✏̇ij =
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✓
@f

@�
: �̇

◆
= Pij (Q : �̇)

h j
@� j

f

@�
: � = j (Q : )

v n r e r er
do alo
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lo
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bande [[✏]] =
0 L l

~g = t~r

Qijk�ijk = Q↵�k�̇↵�k

module tangent symétrique h = 0

module non symétrique h quelconque



Thermomécanique 
bifurcation vs perturbation

r l condit o s e ut u s sur l grand u s
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⇢c⌘Ha det [~n ·HHa · ~n] + k⇠2H i det [~n ·HHi · ~n] = 0
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det [~n ·HHHa · ~n] = 0
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det [~n ·HHi · ~n] = 0



Solide fini

pertinence des conditions de localisation


