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EXEMPLE 1



 Considere, 1885 

Critère de la force maximum 
Striction



Flambement plastique: 
 Engesser (1889), Considere (1891), Engesser (1895), Von 

Karman (1910), Shanley (1946,1947), Hill (1948)
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Figure 9.6 – Localisation en conditions uniaxiales. (a) Barre parfaite en traction. (b) Solutions
homogènes. (c) Solutions bifurquées avec zone localisée à partir du pic.

Dans le premier cas, cette réponse présente une consolidation, passe par un pic pour
✏⇤ = ✏M/2 puis un adoucissement jusqu’à la rupture totale. L’endommagement au pic
vaut D⇤ =

p
E/2S2 (✏⇤ � ✏D) = 1

2(1 � p
E/2S2 ✏D). La contrainte au pic vaut �⇤ =

(1�D⇤)E✏⇤ = E
4

p
E/2S2(✏D +

p
2S2/E)2. Dans le deuxième cas, on observe un adou-

cissement dès le départ et le maximum de contrainte est atteint pour ✏ = ✏D. Au delà de
✏M , la barre est rompue et on a � = 0 et ✏ est indéterminée.

Solutions localisées

Solutions localisées

Solutions localisées

Dans la suite, nous ne considérons que le premier cas et par suite ✏D(2 + ✏M) < 1. Le
deuxième cas se traite de la même manière. La solution homogène explicitée plus haut
n’est unique que jusqu’au pic de contrainte. Au delà il est possible de construire toute un
ensemble de solutions satisfaisant les équations du problème écrites plus haut. Le pic est
un point de bifurcation (plusieurs branches solutions partent de ce point).

Solutions à 2 zones homogènes – A partir du pic, on peut construire une première
série de solutions faisant intervenir deux zones déformées chacune de façon homogène, une
zone en décharge élastique de longueur L � ` et une zone en charge de longueur ` où `,
comme on le verra par la suite reste indéterminée. La déformation et l’endommagement
ne continuent à crôıtre que dans cette zone en charge qui va représenter la zone localisée.
L’endommagement reste constant et égal à la valeur D⇤ atteinte au pic dans la zone de
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Figure 9.4 – Compresssion biaxiale d’un bloc de sable et visualisation à l’aide de grille d’une
bande de localisation (d’après Desrues et Chambon).

9.2 Introduction au phénomène de localisation

Pour introduire le phénomène de localisation et mettre en évidence ses principales
conséquences, considérons le cas uniaxial pour simplifier la présentation. Et prenons un
adoucissement par la déformation comme mécanisme responsable de cette localisation , à
travers, par exemple un comportement élastique endommageable, longuement étudié au
chapitre précédent.

En désignant par D la variable endommagement, la loi de comportement en conditions
uniaxiales d’un matériau élastique endommageable s’écrit (voir §8.6.1.1 du chapitre 8)

� = (1�D)E✏

où � et ✏ désignent respectivement la contrainte et la déformation, E le module d’Young.
Comme critère d’endommagement, nous prenons f =

p
Y �p

YD�SD, où Y = 1
2E✏2 est la

variable associée à D, YD et S deux paramètres. La loi d’évolution de l’endommagement,
Ḋ = �̇ @f

@Y
, combinée à la condition de cohérence ḟ = 0 donne

Ḋ =
Ẏ

2S
p
Y

! D =

p
Y �p

YD

S
en chargement monotone

Considérons une barre de longueur L (figure 9.6a), encastrée à l’une de ses extrémités
et soumise à un déplacement imposé U(t) à l’autre extrémité. En notant x la coordonnée
le long de la barre, les équations du problème associé sont

– l’équation d’équilibre @�
@x

= 0 ! �(x, t) = ⌃(t)
– la relation de compatibilité ✏(x, t) = @u

@x

– les conditions aux limites u(0) = 0 et u(L) =
R L

0 ✏(x)dx = U(t)
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travers, par exemple un comportement élastique endommageable, longuement étudié au
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En désignant par D la variable endommagement, la loi de comportement en conditions
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variable associée à D, YD et S deux paramètres. La loi d’évolution de l’endommagement,
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